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0.1 はじめに
この講演では一般相対論を学ぶ際に避けては通れないRiemann幾何学を数

学目線で学ぶ.物理書に書かれている Riemann幾何学では突如出てくる「テ
ンソル」「クリストッフェル記号」といったものたちに対しては読者に対し
「まずは馴れろ」というスタンスが強調されていると思う.それによりテンソ
ルを学び始めた学生達の「テンソルとは何か」という議論が後を絶えない.し
かし物理学科においては座標の変換則を用いて共変テンソル、反変テンソル
を定義するので少し馴れれば扱えるようになってくるらしい. 一方数学科で
は (r.s)次テンソルはある体 K から生成されたベクトル空間 V とその双対
空間 V *に対し、r 個の V と s個の V *の積空間から K への線形写像の全体
集合と定義するので抽象的な存在としてテンソルを学ぶ.よってテンソルを学
びたての数学科の人と物理学科の人がテンソルの話をする時も噛み合ないこ
とがある.ここまでテンソルばかりについて書いているが分かりやすい例とし
て紹介したのであってテンソルに限ったことではない. 本稿ではこのように
物理学科や数学科などの学科によって描像が違いうる概念に対し両者を繋ぎ
合わせるのが目標である.いわば Riemann幾何学という学問を多様体のよう
なようなものとして捉え、Observer1(物理学科)によって観測された描像と
Observer2(数学科)によって観測された描像に対する同相写像のようなもの
に本稿がなってほしいと願ってやまない.アブストラクトにも書いた通り、相
対論に掲載されているRiemann幾何では共変微分など天下りに定義されてい
るものも少なくない。それはRiemann幾何どころか、多様体論ですら数学科
の 3年生が履修する内容であるから当然話の流れ上仕方のないように思える.
実際本稿ではRiemann多様体の基礎的な知識を仮定して議論を始めるが、初
めて学ぶ方のために 0.5節から 0.8節まで本稿で必要な程度の Riemann多様
体の基礎的な内容を掲載しておいたので必要に応じて参照されたし.しかしそ
れをもってしても当然難しい事もあるかもしれないので、よく分からなかっ
た事はその場では factとして 0.4節を見ても主張は理解できると思う.よく
分からなかったところは当日の発表後にいくらでも質問に来てくださって構
わない.また稿者の理解不足による誤りまたは誤植を見つけられたら報告して
頂けるとありがたい.そして斜体立体の乱用が目立つのはすべて稿者の無知杜
撰故であるが誠に申し訳ない.最後に発表の機会を下さった友人及び先輩方、
特に本稿を書く際、浅学な稿者に大変有益な意見を下さった (本稿の査読ま
でしていただいた)自主ゼミの幾何学クラスタの方々に感謝の意を表わす.
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0.2 一般相対論における原理
一般相対論を学ぶ際に要請される 2つの原理を紹介する.

(i) 一般相対性原理 …物理学の全ての基本法則に関して全ての座標系は同等.
(ii) 等価原理…適当な座標変換により局所的な無重力空間を作り出すことが
できる.

上の原理らを数学の言葉で書き換えると以下のようになる.
(i’) 一般相対性原理…物理学を記述する方程式はテンソルの型で書かれる.
(ii’)等価原理…時空の任意の点に対し十分小さい近傍をとれば局所座標を測
地座標系に選ぶことができる.

すなわち一般相対論を学ぶ際に我々はこの 2つの原理を要請しうる空間を考
えなければならない.これを満たすものとしてRiemann接続をもつRiemann
多様体がある.

0.3 一般相対論のための接続の幾何
まずは多様体上の共変微分から定義する.尚本稿でも Einsteinの規約法を

採用する.

多様体M上のC∞関数全体集合、C∞接ベクトル場の全体集合、コベクトル場
の全体集合、及び (r, s)次テンソル場の全体集合をF(M),X (M),X*(M), T r

s (M)と
かく.議論している多様体が明らかに一意的であればF ,X ,X*, T r

s とかくこと
もある.

Def1 線形接続� �
M :多様体, X, Y, Z ∈ X , f ∈ F
次で定義される∇ : X × X → X をM 上の線形接続といい
(M,∇)を線形接続をもつ多様体という.
(1)∇ X(Y + Z) =∇XY +∇XZ

(2)∇X(fY ) = f ∇XY + (Xf)Y
(3)∇X+Y Z =∇XZ +∇Y Z

(4)∇fXY = f ∇XY� �
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Def2 接続係数� �
M の局所チャート (U, φ = (x1,…, xm))をとり ∂

∂xi ,
∂
∂xjに対し

∇ ∂

∂xi

∂
∂xj =: Γh

ij
∂
∂xhとおく (i, j = 1,…,m).このときΓh

ijを (U, φ)にお
ける接続係数という.� �
この線形接続の存在性から示そうとすると初学者にとって退屈な時間になっ

てしまうと思うので最初に構造を見てもらいその後に存在証明を見てもらお
う.
さて繰り返すがここでは線形接続の存在を認める.
X,Y ∈ X の U における局所表現をX = Xi( ∂

∂xi ), Y = Y i( ∂
∂xi )とすると

∇ XY =∇Xi( ∂

∂xi )Y
j( ∂
∂xj )

= Xi∇( ∂

∂xi )Y
j( ∂
∂xj )

= Xi(Y j∇( ∂

∂xi )(
∂
∂xj ) + ( ∂

∂xiY
j) ∂
∂xj )

= Xi(Y jΓh
ij

∂
∂xh + ∂Y j

∂xi
∂
∂xj )

= Xi(Y jΓh
ij

∂
∂xh + ∂Y h

∂xi
∂
∂xh )

= Xi(Y jΓh
ij + ∂Y h

∂xi ) ∂
∂xh

= Xi(∂iY h +Γh
ijY

j) ∂
∂xh…(＊)

以降簡略のために (U, φ = (x1,…, xm)), (V, ψ = (y1,…, ym))において
ei := ( ∂

∂xi ), ēi := ( ∂
∂yi ),とおく.(i = 1,…,m)

ここで eiとēiの関係性を確認しよう.

U ∩ V (≠φ)において ( ∂
∂yi

)p =
∑m
j=1

∂(xj◦ψ−1)
∂yi

(ψ(p))( ∂
∂xj )p = ∂xj

∂yi
(p)( ∂

∂xj )p
但し最後の式では Einstein の規約法を使っている.簡略化すれば
ēi(p) = ∂xj

∂yi
(p)ej(p) (p∈ U ∩ V )

∴ēi = ∂xj

∂yi
ej

これを用いて接続係数の変換式を求めよう.

∇ ēi ēj = Γ̄h
ij ēh,∇eiej =Γh

ijehとおくと

Γ̄h
ij ēh =∇ēi ēj

=∇ ∂xk

∂yi ek
(( ∂x

l

∂yj )el)

= (∂x
k

∂yi )∇ek
(( ∂x

l

∂yj )el)

= (∂x
k

∂yi )(( ∂x
l

∂yj )∇ek
el + (ek( ∂x

l

∂yj ))(el))

= ∂xk

∂yi
∂xl

∂yjΓh
kleh + (ēi( ∂x

l

∂yj ))(el)

= ∂xk

∂yi
∂xl

∂yjΓh
kleh + ( ∂2xl

∂yi∂yj )(el)

= (Γl
st
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj + ∂2xl

∂yi∂yj )el



0.3. 一般相対論のための接続の幾何 5

∴Γ̄h
ij ēh

∂xl

∂yh = (Γl
st
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj + ∂2xl

∂yi∂yj )el ∂x
l

∂yh

= (Γl
st
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj + ∂2xl

∂yi∂yj )ēh

∴Γ̄h
ij ēh = ∂yh

∂xl (Γl
st
∂xs

∂yi

∂xt

∂yj
+ ∂xl

∂yi∂yj )ēh

∴Γ̄h
ij = ∂yh

∂xl (Γl
st
∂xs

∂yi

∂xt

∂yj
+ ∂2xl

∂yi∂yj )…(＊＊)
これを∇の接続係数の変換式という.

Thm3� �
(M,D) :多様体,D = {(Uλ, φλ)|λ∈Λ } : M の C∞構造
φλ = (x1,…, xm), φμ = (y1,…, ym), φη = (z1,…, zm),…,
Γh
ij , Γ̄h

ij , Γ̃h
ij ,… : Uλ, Uμ, Uη,…上の C∞級関数を考える.

Uλ∩ Uμ≠φのときΓ̄h
ij = ∂yh

∂xl (Γl
st
∂xs

∂yi

∂xt

∂yj
+ ∂2xl

∂yi∂yj )…(＊＊)が成立す
るとする.(∀λ,μ∈Λ)
このときM 上に線形接続が存在し、Uλにおける∇の接続係数はΓh

ijで
あり
∇XY の局所表現は∇XY = Xi(∂iY h +Γh

ijY
j) ∂
∂xh

� �
proof) (Uλ, φλ = (x1,…, xm)), (Uμ, φμ = (y1,…, ym))∈ D(Uλ∩ Uμ≠φ
とする).X, Y ∈ X に対し UλにおけるX,Y の局所表現を
X = Xh ∂

∂xh , Y = Y h ∂
∂xh

UμにおけるX,Y の局所表現を
X = X̄h ∂

∂yh , Y = Ȳ h ∂
∂yhとする.

X̄i(∂Ȳ
h

∂yi +Γ̄h

ij Ȳ
j) = ∂yi

∂xlX
l( ∂
∂yi (∂y

h

∂xs Y
s)+∂yh

∂xt (Γt
su
∂xs

∂yi

∂xu

∂yj
+ ∂2xt

∂yi∂yj ) ∂y
j

∂xuY
u)

= X l ∂
∂xl (∂y

h

∂xs Y
s) +X l ∂y

i

∂xl
∂yh

∂xt
∂yj

∂xuY
u(Γt

su
∂xs

∂yi
∂xu

∂yj + ∂2xt

∂yi∂yj )

= XsY u(Γt
su
∂yh

∂xt ) +X l ∂2yh

∂xl∂xsY
s +X l ∂y

h

∂xs
∂Y s

∂xl +X lY u ∂y
i

∂xl
∂yh

∂xt
∂yj

∂xu
∂2xt

∂yi∂yj

= XsY u(Γt
su
∂yh

∂xt ) +X l ∂y
h

∂xs
∂Y s

∂xl +X lY s( ∂2yh

∂xl∂xs + ∂yj

∂xl
∂yh

∂xt
∂yi

∂xs
∂2xt

∂yi∂yj )

ところで ∂xl

∂yp ( ∂2yh

∂xl∂xs + ∂yj

∂xl
∂yh

∂xt
∂yi

∂xs
∂2xt

∂yi∂yj )

= ∂2yh

∂xl∂xs
∂xl

∂yp + ∂xl

∂yp
∂yj

∂xl
∂yh

∂xt
∂yi

∂xs
∂2xt

∂yi∂yj

= ∂2yh

∂xt∂xs
∂xt

∂yp + ∂xl

∂yp
∂yj

∂xl
∂yh

∂xt
∂2xt

∂xs∂yj

= ∂2yh

∂xt∂xs
∂xt

∂yp + ∂yh

∂xt
∂2xt

∂xs∂yp

= ∂2yh

∂xs∂yp = 0
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∴X̄i(∂Ȳ
h

∂yi + Γ̄h

ij Ȳ
j) = ∂yh

∂xt (Xs(∂Y
t

∂xs +Γt
suY

u))

これより Uλにおける局所表現 Z = Xi(∂Y
h

∂yi +Γh
ijY

j)をもつベクトル場が
存在.
この Z を∇XY とすると線形接続の定義における条件を全てみたす事が分
かる.■
上の線形接続を拡張して共変微分を定義する.

Def4 ベクトル場に関する共変微分� �
(M,∇) :多様体, X ∈ X ,
次で定義される∇X : T r

s → T r
s をX に関する共変微分といい

∇XS を S のX に関する共変微分という.(S ∈ T r
s )

(1)∇ Xf = Xf(f ∈ T 0
0 )

(2)∇XY :線形接続 (Y ∈ T 1
0 )

(3)∇Xu∈ T 0
1 ⇔ (∇Xu)(Y ) =∇Xu(Y ) − u(∇XY )(u∈ T 0

1 )
(4)∇X(S + T ) =∇XS +∇XT (S, T ∈ T r

s )
(5)∇X(S ⊗ T ) = (∇XS) ⊗ T + S ⊗ (∇XT )(S ∈ T r

s , T ∈ T p
q )

� �
注)u∈ T 0

1 に対し∇Xu∈ T 0
1 である.これは簡単なので演習問題とする.

Hint: f, g∈F , Y, Z∈X に対し (∇Xu)(fY +gZ) = f ∇XuY +g∇XuZを
示せば良い.

また (＊)より∇ XY = Xi(∂iY h +Γh
ijY

j) ∂
∂xhであるから

∇iY = (∂iY h +Γh
ijY

j) ∂
∂xhである.

よって∇iY
h := (∇iY )h = ∂iY

h +Γh
ijY

j

また話を一変し X=Xi ∂
∂xi , Y = Yidx

i, Z = Zi ∂
∂xiとして (局所チャートと

して (U, φ = (x1,…, xm))をとっている)

∇ XY (Z) =∇X(Y (Z)) − Y (∇XZ)
=∇X(Yidxi(Zj ∂

∂xj )) − Y (Xi(∂iZh +Γh
ijZ

j) ∂
∂xh )

= X(YiZi) − YhX
i(∂iZh +Γh

ijZ
j)

= Xj(Zi∂jYi + Yi∂jZ
i) − YhX

i(∂iZh +Γh
ijZ

j)
= −YhXiΓh

ijZ
j +Xj(∂jYi)Zi

= Xj(∂jYi − YhΓh
ji)Z

i

= Xj(∂jYk − YhΓh
jk)Z

kδi
k

= Xj(∂jYk − YhΓh
jk)Z

kdxi( ∂
∂xk )

= Xj(∂jYk − YhΓh
jk)dx

i(Z)



0.3. 一般相対論のための接続の幾何 7

∴∇XY = Xj(∂jYk − YhΓh
jk)dx

i

∴∇jY = (∂jYk − YhΓh
jk)dx

i

よって∇jY
i := (∇jY )i = ∂jYk −Γh

jkYh となり相対論の教科書に掲載され
ている「添字の操作」により定義されていた共変微分 (前者が反変ベクトル、
後者が共変ベクトル)が数学方向からきちんと導出する事ができた.ここでの
接続係数は Christoffel記号ですらないことに注意！つまり数学における共変
微分がより一般性をもったものであることが分かるであろう.後述の通り、線
形接続が Riemann接続の時に限ってこの接続係数が Christoffel記号となり
相対論における共変微分に話がつながる.

Cor5 簡単な共変微分� �
(U, φ = (x1,…, xm)) : 局所チャート, X ∈ X , X = Xi( ∂

∂xi ) : U におけ
るX の局所表現

(1)∇ X
∂
∂xi = XjΓh

ji
∂
∂xh

(2)∇Xdx
h = −XjΓh

jidx
i

� �
proof)

(1)∇ X
∂
∂xi =∇Xjej

ei = Xj∇ejei = XjΓh
jieh = XjΓh

ji( ∂
∂xh )

(2)先ず∇ ∂

∂xj
dxi = akdx

kとおく.この係数 akを求めよう.
ak = (akdxk)( ∂

∂xk ) = (∇ ∂

∂xj
dxi)( ∂

∂xk )

=∇ ∂

∂xj
(dxi ∂

∂xk ) − dxi(∇ ∂

∂xj
( ∂
∂xk )) =∇ ∂

∂xj
δi

k − dxi(Γl
jk(

∂
∂xl ))

= −Γl
jkδi

l = −Γi
jk

∴∇ ∂

∂xj
dxi = −Γi

jkdx
k

∴∇Xj ∂

∂xj
dxh = Xj∇ ∂

∂xj
dxh = −XjΓh

jkdx
k = −XjΓh

jidx
i■

Cor� �
∇ X+Y S =∇XS +∇XT,

∇fXS = f ∇XS (X,Y ∈ X , f ∈ F , S ∈ T r
s )� �

proof) 略 (帰納的に示せる.)

Def 6 共変微分� �
S∈ T r

s X ∈ X に対し次を満たす∇ S∈ T r
s+1を Sの共変微分という.

(∇ S)(u1,…, ur, X,X1,…, Xs) = (∇XS)(u1,…, ur, X1,…, Xs)
(X1,…, Xs∈ X , u1,…, ur∈ X*)� �
定義より直ちに次を得る.
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Cor 共変微分の性質� �
S, T ∈ T r

s, P ∈ T p
qに対し

∇ (S + T ) =∇ S +∇ T, ∇ (S ⊗ P ) = (∇ S) ⊗ P + S ⊗ (∇ P )� �
演習問題)∇ f = df を示せ.

Def 7 捩率テンソル� �
(M,∇)に対し∇の捩率テンソル T : X × X → X を次で定義.
T (X,Y ) =∇XY −∇YX − [X,Y ] (X,Y ∈ X )� �

Prop 8 捩率テンソルの成分表示� �
(U, φ = (x1,…, xm))における∇の接続係数をΓh

ijとすれば T の U にお
ける成分 Thijは Thij =Γh

ij −Γh
ji� �

proof)
Thij

∂
∂xh = T ( ∂

∂xi ,
∂
∂xj )

=∇ ∂

∂xi

∂
∂xj −∇ ∂

∂xj

∂
∂xi − [ ∂

∂xi ,
∂
∂xj ] = (Γh

ij −Γh
ji)(

∂
∂xh )

∴Thij =Γh
ij −Γh

ji■

Def 9 対称線形接続� �
(M,∇)において∇が対称線形接続であるとは∇の捩率テンソルT = 0で
あることと定義する.� �

明らかに次を得る.

Cor 10 対称性と同値な条件� �
∇が対称⇔Γh

ij =Γh
ji(∀ (Uλ, φλ)∈ D)� �

これより一般相対論に適用するに値する Riemann接続をもつ Riemann多
様体の定義が出来る.

Def 11 Riemann接続� �
次を満たす線形接続∇を (M, g)のRiemann接続 (Levi − Civita接続)と
いう.
(1)∇ :対称
(2)∇ g = 0� �
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注)ここで gとはM 上のRiemann計量を指し (M, g)をRiemann多様体とい
う.多様体M がパラコンパクトであるなら Riemann計量の存在は示される
がここでは簡略のため証明しない (気になる方は参考文献 [4]を参照する事).
よってRiemann多様体を考える時は本稿ではその多様体がパラコンパクトで
ある事を要請する.また Riemann計量、パラコンパクトについて知りたい方
は 0.8節を参照されたし.この性質が相対論における時空を記述するうえで適
している事は次の章で触れる.
(2)について同値な条件を導きだそう.
∇ g = 0⇔∇Xg = 0(∀X ∈ X )より
∇Xg =∇Xgijdx

i ⊗ dxj

= (∇Xgijdx
i) ⊗ dxj + gijdx

i ⊗ (∇Xdx
j)

= (gij∇Xdx
i + (Xgij)dxi) ⊗ dxj + gijdx

i ⊗ (−XkΓj
kldx

l)
= −gijXpΓi

pqdx
q ⊗ dxj +Xs ∂gij

∂xs dx
i ⊗ dxj − gijX

kΓj
kjdx

i ⊗ dxl

= −gijXkΓi
kqdx

q ⊗ dxj +Xk ∂gij

∂xk dx
i ⊗ dxj − gijX

kΓj
kjdx

i ⊗ dxl

= Xk(∂gij

∂xk −Γl
kiglj −Γl

kjgil)dx
i ⊗ dxj

∴∇ g = 0⇔∂gij

∂xk −Γl
kiglj −Γl

kjgil = 0

(M, g)上に∇が存在すると仮定する.
∀ (Uλ, φλ = (x1,…, xm))∈ Dに対し Uλにおける接続係数をΓh

ijとすると
(1)よりΓh

ij =Γh
ji

(2)より∂gij

∂xk −Γl
kiglj −Γl

kjgil = 0
ここでΓijh :=Γl

ijglhとおくと
Γijh =Γjih…(i)
Γkij +Γkji = ∂gij

∂xk…(ii)
(ii)において指標を周期的に動かすと
Γijk +Γikj = ∂gjk

∂xi …(iii)
Γjki +Γjik = ∂gki

∂xj …(iv)

(iii) + (iv) − (ii)に (i)を適用
Γijk +Γikj +Γjki +Γjik −Γkij +Γkji = ∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk

∴Γijk = 1
2 (∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk )
∴glkΓl

ij = 1
2 (∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk )
∴Γl

ij = 1
2g
lk(∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk )
∴Γh

ij = 1
2g
hk(∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk ){
h

ij

}
:= 1

2g
hk(∂gjk

∂xi + ∂gki

∂xj − ∂gij

∂xk )をChristoffel記号という.
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明らかに
{

h

ij

}
は Uλ内で C∞級である.以上の事をまとめると次を得る.

Cor 12 Riemann接続の一意性� �
(M, g)の上に Riemann接続∇が存在すればただ一つで接続係数は各座

標近傍で
{

h

ij

}
� �
さてようやく相対論の本で学ぶ Christoffel記号が出て来た. しかしこれはま
だ存在するか分からない.今からその存在性を示そう.

Cor 13 Riemann接続の存在性� �
(M, g) 上には一つの線形接続∇が存在して接続係数は各座標近傍

で
{

h

ij

}
(つまり∇は Riemann 接続)

� �
proof)(Uλ, φλ = (x1,…, xm)), (Uμ, φμ = (y1,…, ym))∈ Dをとる.{

h

ij

}
λ

: Uλにおける gの成分,
{

h

ij

}
μ

: Uμにおける gの成分,

簡単のためΓ h
ij :=

{
h

ij

}
λ

とおくと、{
h

ij

}
μ

( ∂
∂yh ) =∇( ∂

∂yi )(
∂
∂yj )

=∇( ∂

∂yi )(
∂xt

∂yj
∂
∂xt )

= ( ∂x
t

∂yj )∇( ∂

∂yi )(
∂
∂xt ) + ( ∂

∂yi
∂xt

∂yj ) ∂
∂xt

= ( ∂x
t

∂yj )∇( ∂xs

∂yi )( ∂
∂xs )(

∂
∂xt ) + ( ∂2xt

∂yi∂yj ) ∂
∂xt

= ∂xs

∂yi
∂xt

∂yjΓr
st(

∂
∂xr ) + ( ∂2xr

∂yi∂yj ) ∂
∂xr

= ∂yh

∂xr
∂
∂yh ( ∂2xr

∂yi∂yj +Γr
st
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj )

∴
{

h

ij

}
μ

= ∂yh

∂xr ( ∂2xr

∂yi∂yj +Γr
st
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj )

これはThm3の (＊＊)を満たすので接続係数が
{

h

ij

}
な線形接続が存在

する (すなわちRiemann接続が存在).■

Cor12, Cor13をまとめて次を得る.
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Thm 14 Riemann接続の存在性と一意性� �
(M, g)上には常に Riemann接続∇が存在し一意的.また∇の接続係数は

各座標近傍で
{

h

ij

}
� �

Thm14の系として次を得る.

Cor 15 線形接続の存在性� �
任意の Riemann多様体上には常に線形接続が存在する.� �
本節の最後に次節 (一般相対論への橋掛け)のために用いる曲線に沿う共変

微分、平行移動の定義及び性質を述べる.
多様体上の C∞曲線 c : I →M に対しċ : c(I)(⊂M)→ Tc(I)M より c(t)の局
所チャートとして (U, φ = (x1,…, xm))をとるとċ = dxi

dt
∂
∂xi , X = Xi ∂

∂xiとか
け,
∇ċX(c(t)) = dxi

dt ∇ ∂

∂xi
Xj(c(t)) ∂

∂xj

= dxi

dt (Xj(c(t))Γh
ij

∂
∂xh + ∂Xj(c(t))

∂xi
∂
∂xj )

= dxi

dt (Xj(c(t))Γh
ij + ∂Xh(c(t))

∂xi ) ∂
∂xh

= (dx
i

dt X
j(c(t))Γh

ij + ∂Xh(c(t))
∂t ) ∂

∂xh

この∇ ċX を曲線 cに沿っての共変微分という.

Def 16 曲線に沿う平行性� �
c : M 上の C∞曲線, X ∈ X に対し
∇ċX = 0であるときX は曲線 cに沿って平行であるという.� �

改めて述べれば、cに沿うベクトル場 ξが cに沿って平行であるとは局所チャー
ト (U, φ = (x1,…, xm))における局所表現
ξ =

∑m
i=1 ξ

i( ∂
∂xi c(t)

)とおいたときの成分ξ1(c(t)),…ξm(c(t))が次の連立線形
常微分方程式系の解であるということである.
dxi

dt ξ
j(c(t))Γh

ij + ∂ξh(c(t))
∂t = 0(h = 1,…,m)…(＊＊＊)

更に線形接続をもつ多様体について考える (注: Riemann接続ではない).
M 上の C∞曲線 c(t) のパラメータを一つ固定する (これをτとする。) この
とき (＊＊＊)の解の存在性と一意性より v ∈ Tc(τ)M に対しξx(τ) = v な
る cに沿う平行ベクトル場が一意的に存在.(＊＊＊)では c|Uでの議論 (局所的
)なので全域について言及していないが適当に曲線の定義域を細分し (＊＊＊
)を用いれば初期ベクトルに対し平行なベクトル場の存在性と一意性が分か
る.これをξv, τとおくと v,τに関してC∞級でかつ線形方程式の解なので vに
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関して線形
i.e. ξα u+β v, τ(t) =αξu, τ(t)+βξv, τ(t)(α,β∈R, u, v∈Tc(τ)M, t∈ I)

Def 17 曲線に沿う平行移動� �
C∞級曲線 c : I →M,τ, t∈ I に対し
線形写像

∏
(c;τ, t) : Tc(τ)M → Tc(t)M を次で定義し、曲線 c に沿

う平行移動という.∏
(c;τ, t)(v) = ξv, τ� �∏

(c;τ, t)と
∏

(c; t,τ)を合成すれば定義より明らかに Tc(τ)M の恒等写像
になるので曲線に沿う平行移動は線形同形である.
よってτを任意に固定して Tc(τ)M の基底 { ∂

∂x1 ,…, ∂
∂xm }に対し

Ei(t) :=
∏

(c;τ, t)( ∂
∂xi )(t∈ I)とおけば {Ei(t)|t = 1,…,m}は cに沿う平

行なベクトル場かつ Tc(τ)M の基底となる.
従って∇ċEi = 0(i = 1,…,m)であり、cに沿うベクトル場ξ(t) =

∑m
i=1 ξ

i(t)Ei(t) (ξi

∈ C∞((a, b)))と一意的に表せる.
∴∇ċξ =∇ċ(

∑m
i=1 ξ

i(t)Ei(t))
=

∑m
i=1 (dξ

i

dt Ei + ξi∇ċEi)
=

∑m
i=1

dξi

dt Ei

また
∏

(c; s, t)(Ei(s)) = Ei(t)より

∇ċξ(t) =
∑m
i=1 lim

s→t

ξi(s) − ξi(t)
s− t

Ei(t)

=lim
s→t

∑m
i=1(ξ

i(s)
∏

(c; s, t)(Ei(s)) − ξi(t)Ei(t))
s− t

=lim
s→t

∏
(c; s, t)(ξ(s)) − ξ(t)

s− t

= d
ds

∏
(c; s, t)(ξ(s))(s = t)

また∇g = 0⇔X(g(Y,Z)) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ)(後者を∇はgと整合していると
いう)である (成分計算をすれば明らか).

0.4 一般相対論への橋掛け
さて Riemann接続をもつ Riemann多様体が何故時空を記述する上で適し

ているかを見て行こう.
長々と書いて主張を捉えづらいということにならないようにRiemann接続の
性質から導きだされる描像 (結果)をまず先に述べる.
(1) ∇ g = 0⇔ベクトルの長さが平行移動不変.
(2) ∇:対称⇔捩率 0(torsion free)⇔ 2通りの平行移動で生じる位置のずれが
0である.
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先に結論を述べたがこれを示そう.

(1)と同値な条件 X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)を用いれば、曲
線 cに沿うべクトル場X,Y に対し、
d
dtg(X,Y ) = g(∇ċX,Y ) + g(X,∇ċY )が成立するので

u, v∈ Tc(τ)M に対し d
dtg(

∏
(c;τ, t)(u),

∏
(c;τ, t)(v))

= g(∇ċ

∏
(c;τ, t)(u),

∏
(c;τ, t)(v)) + g(

∏
(c;τ, t)(u),∇ċ

∏
(c;τ, t)(v))

= 0
∴g(

∏
(c;τ, t)(u),

∏
(c;τ, t)(v))は一定 (tに依らない).

∴曲線に沿う平行移動によって内積が不変.
∴平行移動によってベクトルの長さは不変.

(2)について理解するためにまず共変微分の直感的な意味を模索しよう.
M 上の局所チャート (U, φ)に対してφ(p) = (x1,…, xm), φ(q) = (x1 +dx1,…
, xm+dxm)となるような多様体M 上の点 p, qをとる.ここでベクトル場X =
Xi ∂

∂xiに対し普通の微分のようなものを考える.
∂Xi

∂xj (x) = lim
∆x→0

1
∆xj

{Xi(x+ ∆x) −Xi(x)}

これは右辺第 2項が (x1,…, xm)である点 pでの値を表し、第 1項が (x1 +
∆x1,…, xm + ∆xm)である点 p′の値を表す.(p≠ p′)

よって∂Xi

∂xj
(x)は座標系の変換の際にテンソルの変換則に従わない.この欠点

を解消するには座標系の選び方に依らずに pでの量Xi(x)を p′に移動しなく
てはならない.

X||(x+ dx)を線形接続を用いて以下で定義.
Xh

|| (x+ dx) = Xh(x) −Γh
ij(x)dx

iXj(p)
このようにおくと次が分かる.
Xh(x+dx)−Xh

||(x+dx)

dxi = ∂iX
h +Γh

ijX
j =∇iX

h

ベクトル場 Y, Zに対し∇ Y Z はベクトル場になっているので座標系の変
換の際にテンソルの変換則に従う.直感的な解釈としては上式の左辺の第 1項
,第 2項ともに q での量であるからテンソルの変換則であるということであ
る.ここでX||(x+ dx)を pから qにX を平行移動したベクトル場と呼ぶこと
にする.共変微分とは pにおけるベクトル場を qに平行移動したベクトル場か
ら qにおけるベクトル場を引いたものの極限であると解釈できる.さてtorison
freeなことの意味を探ろう.
2つの微小移動 dxh, dx′hを考える.まず dxh移動してから dx′h移動する事を考
える.このとき始点に対し dxh移動しているので dx′hは dxhだけ平行移動させ
る必要がある。i.e. dxh + (dx′h +Γh

ijdx
idx′j)
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逆に dx′h移動してから dxh移動させると dx′h + (dxh +Γh
ijdx

′idx′j)
差をとると (Γh

ij −Γh
ji)dx

idx′jとなる.よってtorsion freeならばこれは 0にな
るので微小移動の順番を変えても 1次近似で同じ点に移動するということで
ある.(これはtorsion freeな多様体上で 2通りの平行移動を行えば平行四辺形
を形成するということである.)逆をいえばtorsion freeでなければ 2通りの平
行移動した先は一致しない.例えばメビウスの輪では平行移動の順番によって
ベクトル場の向きが逆になることもある.またクラインの壷でも同様の事が分
かる.どちらも自己交差している (日常語で表現すれば捩じれている).これよ
り捩率とは多様体の捩じれ具合を表現している事が分かるであろう (しかし
ここでは平行移動という言葉が二つ出てきており混乱を与えているかもしれ
ないので言及しておくが参考文献 [5]ではきちんと曲線に沿った平行移動を
用いて共変微分の上と同様の解釈が出来ているしさらに数学的に厳密に記述
されている.そちらを採用して一貫性のある話をここに書きたかったが [5]の
方法だと∇ g = 0だけでなくtorsion freeなことをも用いてベクトルの長さが
不変である事を示しており稿者の理解不足故,torison freeなことを用いない証
明への翻訳が出来なかった.すなわち∇ g = 0であること特有の意味を [5]の
方針では示せなかった.従って前者は曲線に沿った平行移動,後者はその一次
近似の平行移動という立場で記述している.発表日までに一定の見解を得られ
ればそれについて発表時に正しい解釈を与えたい).

とうとう Riemann接続の性質から導きだされる描像 (結果)を得る事がで
きた.
以下特記しない限りRiemann多様体というとRiemann接続をもつRiemann

多様体ということとする.よってRiemann接続の性質をみるとRiemann多様体
は座標系 (平行移動含む)によって物理的量が変わらないという相対論の主張
に矛盾しないものであることがわかる.

さらに一般相対論における 2つの原理の一つの等価原理の本質である測地座
標系の定義を述べる。するとさらにRiemann多様体が一般相対論における時
空に適用される理由が分かるだろう.

Def 18 測地座標系� �
p∈ (M, g)の局所チャート (U, φ = (x1,…, xm))をとる.
(x1,…, xm)が pを中心とする測地座標系であることを次で定義.{

h

ij

}
p

= 0(但し
{

h

ij

}
: U における Christoffel記号)

� �



0.4. 一般相対論への橋掛け 15

Cor 19 測地座標系と同値な条件� �
上の定義は次と同値.(∂gij

∂xk ) = 0� �
proof) ∇ g = 0より∂gij

∂xk −Γl
kiglj −Γl

kjgil = 0

⇔∂gij

∂xk =Γl
kiglj +Γl

kjgil =

{
l

ki

}
glj +

{
l

kj

}
gil

∴gij : const⇔
{

h

ij

}
= 0■

Prop 20� �
∀ p∈ (M, g)に対し、pを含む十分小さい局所チャート (U, φ = (x1,…
, xm))をとれば (x1,…, xm)を pを中心とする測地座標系とできる.� �
proof) ∀ p∈M に対し pの局所チャート (U, φ = (x1,…, xm))を任意に

とる.{
h

ij

}
: (U, φ)におけるChristoffel記号, p = (x1

0,…, xm0 )をとる.

yh := xh − xh0 + 1
2

{
h

ij

}
p

(xj − xj0)(x
i − xi0)とおく.

このとき、(∂y
h

∂xi )p =δh
i , |

∂yh

∂xi |p = 1≠ 0, ( ∂2yh

∂xj∂xi )p =

{
h

ij

}
p

これより |∂y
h

∂xi |p≠ 0 より p の近傍V̄ (⊂ U) を十分小さくとれば (V̄ , (y1,…
, ym))を pの局所チャートとできる.{

h

ij

}
V

:V における Christoffel記号とすると U ∩V̄において{
h

ij

}
V

= ∂yh

∂xr
∂
∂yh ( ∂2xr

∂yi∂yj +

{
r

st

}
∂xs

∂yj
∂xt

∂yj ){
h

ij

}
V

p =δh
r (δs

iδt
j

{
r

st

}
p

) = 0■

この命題の主張する事はRiemann多様体上における任意の点において、そ
の十分小さい近傍をとれば測地座標系とできるということである.
では何故測地座標系をとれるということと局所的慣性系をとれるということ
が繋がるのかを述べたい.Riemann多様体における曲がり具合を表す量とし
て曲率テンソル、Ricciテンソル、スカラー曲率という 3つのものがある.
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Def 21 曲率テンソル、Ricciテンソル、スカラー曲率� �
次を満たすK : X × X × X → X を (M, g,∇)の曲率テンソルという.
K(X,Y, Z) := K(X,Y )Z
=∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (X,Y, Z ∈ X )
このときK ∈ T 1

3 であり (証明略)
また曲率テンソルの成分

Kl
ijh = ∂

∂xi

{
l

jk

}
− ∂

∂xj

{
l

ik

}

+

{
s

jk

}{
l

is

}
−

{
s

ik

}{
l

js

}
(証明略 : 8行程度の計算で得られる)
Ric := Kijdx

i ⊗ dxj(Kij := Km
mij)をRicciスカラー

R := gijKij :スカラー曲率
と定義する.

� �
例えばRm,Minkowski空間 (Minkowski多様体)のRiemann計量はそれぞ

れδ i
j , η

ν
μ(ημμ = 1(μ = 1, 2, 3), η4

4 = −1, ηνμ = 0(other))であるからそれぞ
れの計量は constでありCor18よりこれはChrisoffel記号が 0であるというこ
とでK の成分は全て 0
∴ Euclid空間、Minkowski空間 において K=0, Ric=0, R=0
これは Euclid空間もMinkowski空間も曲がっていない空間である事を示唆
している.

ここでRiemann多様体における性質である任意の点に対し座標近傍を十分
小さくとれば測地座標系とみなせるという性質を見直そう.
多様体の任意の点に対し座標近傍を十分小さくとれば測地座標系とみなせる
⇔多様体の任意の点の十分小さい近傍上でChristoffel記号が 0
⇔多様体の任意の点に対し十分小さい近傍上でRiemann計量が const⇒K =
0, Ric = 0, R = 0
Riemann多様体は局所的に見れば曲がっていない空間であるとみなせる (そ
れはこの地球は球状をしているが我々がいる場所付近が平坦に見なせるのと
同じ理由).
これは一般相対論においては重力によって曲がった空間を考えていたのだか
ら一般相対論における原理の一つである「適当な座標変換により局所的に無
重力空間を作り出すことができる」ということを言っているのである.
またもう一方の原理「物理を記述する方程式はすべてテンソルの型で書かれ
る」は多様体でこそ適任な要請と言えよう.

4章の話の流れをまとめるとRiemann接続の定義における要請は相対論的
考え方を否定しないものであり、実際 Riemann接続をもつ Riemann多様体
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の考察を行うと一般相対論における要請を満たすようなものであるというこ
とがわかったということである.
実はRiemann多様体だけでは一般相対論の全てを記述しえないことが分かっ
ているらしい (すなわち時空はRiemann多様体に限らない)がRiemann多様
体が一般相対論を考える際の基本モデルな空間である事は理解されたと思う.
故に我々は一般相対論を学ぶ際に Riemann幾何学を学ぶのだ.
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0.5 補足1: 多様体の基礎
Rm上には標準位相が入っているとして話を進める.Rmにおける標準位相

によって定まる開集合をここでは標準開集合と呼ぶことにする.
Def0.1 ε-近傍・開集合・位相� �

x∈Rm,ε＞ 0に対しB(x,ε)(⊂Rm) = {y∈Rm|d(x, y)＜ε }をRm

における ε-近傍という. また A ⊂ Rmが標準開集合であるとは
∀ x∈A,∃ε＞ 0, B(x,ε)⊂Aを満たすことを言う.標準開集合の冪集
合をRmの標準位相といい、Omとかく.� �
但し x, y∈Rmに対し d : Rm×Rm→R s.t. d(x, y) =

∑m
i=1 (xi − yi)2

位相空間 XがHausdorff 空間であるとは Xの任意の点 x,y(但し x≠ y)
に対し x, yの開近傍 U, Vで U∩ V=φとなるものがとれることをいう.

注)位相空間についての細かい事は書くと長くなるので既知として話す.詳し
く学びたい方は参考文献を参照されたし.

Def 0.2 多様体� �
Hausdorff 空間 M が Cr多様体であるとは M の開被覆 (Uλ)λ∈Λの
元 Uλに対し同相写像φλ : Uλ→ Oλ(∈ Om)が存在 (λ∈Λ)かつ Uλ

∩ Uμ≠φ (λ≠μ∈Λ) のときφλ ◦ φ−1
μ が Cr級であることをいう.

またこのとき D = (Uλ, φλ)λ∈Λを M の Cr構造といい Cr構造の各
元 (Uλ, φλ)をM の局所チャートという.多様体は Cr構造によって構成
される意味をこめて (M,D)を多様体という事もある.� �
注 1) 以下M はm次元 Cr多様体、N は n次元 Cr多様体とし、特記する

必要のない場合は C∞多様体を単に多様体と呼ぶ.

注 2) p ∈ M,p を含む局所チャート (Uλ, φλ) に対しφλ(p) = (x1(p),…
, xm(p))のようにかける (xi : Uλ→O1 : C∞級 (i = 1,…,m))ので (Uλ, φλ =
(x1,…, xm)のようにかくことがある.

さて教科書を読めば多様体においては座標が入っている解釈が目立つが実
際どういうことなのかを考察してみよう.一般の想像し難い (Euclid空間に埋
め込まれているとは限らない)多様体の場合、解析性を要求するとき多少の工
夫が必要である.その工夫のコツとなるのは定義を見れば明らかだが Euclid
空間の開集合への同相写像が Cr級であることである. つまり Euclid空間上
で見た挙動に対する解析性を考慮すれば大学初年度程度の解析学の知識を応
用してよい理論が出来そうであるし現に出来ている.すなわち同相写像によっ
て移った Euclid空間上で解析性を考えるのであたかも多様体に座標が入って
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いるかのように考えるのだ. 一方このような定義を与えると「ある関数値が
座標系 (局所チャート)によって異なる値をとるのではないか」という疑問が
涌くかもしれない.例えば交わった座標系 U, V における同じ点において微分
値が異なるなどあれば最早多様体に解析性を要求するのは困難であるし豊富
な構造を持っているとは言い難い.我々は多様体論という学問において多様体
の座標系の取り方に依らない (つまり well-definedである)性質を探求するの
だが、ここでも実際に微分写像や線形接続、共変微分などといった物理的に
も意味のある写像が well-definedであることを見ていくのと兼ねて多様体の
基礎論を学んでいこう.

Euclid空間上の曲面の接平面は曲面上の曲線を微分する事により得られる
ので自然な論理の飛躍には気づくだろう.つまり多様体上の曲線を定義すれば
良いわけだ.

Def 0.3 多様体上の曲線� �
c : I := [a, b](≠φ)→M がM 上のCr曲線であるとは、∀ pに対し pを
含む座標近傍 Uλが存在しφλ ◦ c : I → Rnが Cr級である事をいう.ま
た p∈M に対し Cp := {c|cは pを通る C∞曲線 }とおく.� �
当然だが以下が成立.

Cor. 多様体上の曲線とその Cr級性� �
多様体上の曲線が Cr級である事は well-defined� �

proof)p∈ Uλ∩ Uμに対し
d(φλ◦c(t))

dt = d(φμ◦c(t))
dt より明らか■

さて多様体上の曲線の微分性は現時点では Euclid空間に引き戻した空間曲
線の微分性でしか与えられていない.すなわち何をもってして多様体上の曲線
の微分値とすれば良いか考える必要がある.ここでやはり多様体の性格上必
然的に Euclid空間に引き戻した空間曲線の微分性を用いるのが妥当であろう
(定義の方法は他にもある).

Def 0.4 接ベクトル� �
M 上の曲線 c, c̄ : [a, b] → M、p ∈ Uλに対し c(t1) = c̄(t2) かつ
d(φλ◦c(t))

dt |t=t1 = d(φλ◦c̄(t))
dt |t=t2であるとき (c, t1) ∼ (c̄, t2) と定義する

.TpM := Cp/∼ = {c′(t0)|c : M 上の曲線で c(t0) = p}をM 上の接空間
という.� �
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Cor 接ベクトルの well-defined性� �
上の定義は well-definedである.すなわち局所チャートの取り方に依ら
ない.� �
proof) c1(t1) = c̄(t2) のまわりの局所チャートとして (Uλ, φλ = (x1,…

, xm)), (Uμ, φμ = (y1,…, ym)をとる.
d(φλ◦c(t))

dt |t=t1 = d(φλ◦c̄(t))
dt |t=t2⇔

d(xi◦c(t))
dt |t=t1 = d(xi◦ c̄(t))

dt |t=t2(i = 1,…
,m)
このときd(yi◦c(t))

dt |t=t1 =
∑m
j=1

∂(yi◦φ−1)
∂xj |φ(c1(t))

d(xj◦c(t))
dt |t=t1 = d(yi◦c̄(t))

dt |t=t2
逆も同様■
注)∀ v∈ TpM s.t. v = c′(t0)はĉ(t) := c(t + t0)とおけば v = ĉ′(0)とか
けるので以降∀ v∈ TpM は v = c′(0)とかく.

TpM における和と実数倍を次のように定義
v1, v2∈ TpM, (vi := c′i(0)(i = 1, 2)),α∈R

v1 + v2 := c̄′(0) (但しc̄(t) := φ−1(φ(c1(t)) + φ(c2(t)))とおく)
α v1 := ĉ′(0) (但しĉ(t) = φ−1(αφ(c1(t)))とおく)

この和とスカラー倍の定義は well-definedであり、TpM はこの和とスカラー
倍に関してベクトル空間をなすが証明はそこまで大変なものではないので演
習問題にさせて頂く.
ここで誰しもが思う事は TpM というベクトル空間の基底とは何かという

ことである.
Def0.5 自然基底� �

M の局所チャートとして (Uλ, φλ = (x1,…, xm)), p∈ Uλをとる.
ci(t) := φ−1

λ (x1(p),…, xi(p) + t,…, xm(p))に対し
( ∂
∂xi )p := c′i(0)を (Uλ, φλ)の pにおける自然基底という.� �

Cor� �
{( ∂
∂x1 )p…, ( ∂

∂xm )p}は TpM の基底である.� �
proof)(i)一次独立性

平行移動をすればよいだけなのでφ(p) = (0,…, 0)としてよい.
∑m
i=1αi( ∂

∂xi
)p =

0TpMとする.

ci(t) = φ−1(x1(p),…, xi(p)+ t,…, xm(p)) = φ−1(0,…, t,…, 0)よりĉ(t) :=
φ−1(

∑m
i=1αiφ(ci(t)))とおくと

ĉ′(0) =
∑m
i=1αi( ∂

∂xi )p = 0TpMから
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dφ(ĉ(t))
dt |t=0 = d

dt |t=0(
∑m
i=1αiφ(ci(t)))

= d
dt |t=0(α1t,…,αmt) = (α1,…,αm)

また Cp(t) := p(∀ t)とおけば C ′
p(0) = 0TpMより C ′

p(0) = ĉ′(0)であるか
ら
(α1,…,αm) = dφ(ĉ(t))

dt |t=0 = dφ(Cp(t))
dt |t=0 = (0,…, 0)

(ii)生成性
∀ v∈ TpM に対し d

dt |t=0(φ(ci(t)) = (0,…, 1,…, 0)より (1の位置は i番目)
d
dt |t=0(φ(c(t))) = (d(x

1(c(t)))
dt |t=0,…, d(x

m(c(t)))
dt |t=0) =

∑m
i=1

d(xi(c(t))
dt |t=0

d(φ(ci(t)))
dt |t=0

ここでĉ(t) := φ−1(
∑m
i=1

d(xi(c(t)))
dt |t=0φ(ci(t)))とおくと、̂c′(0) =

∑m
i=1

d(xi(c(t)))
dt |t=0( ∂

∂xi )p
となる。
また d

dt |t=0(φ(c(t))) = d
dt |t=0(

∑m
i=1(

d
dt |t=0(φ(c(t))))φ(ci(t))) = dφ(ĉ(t))

dt |t=0

∴v = c′(0) = ĉ′(0) =
∑m
i=1

d(xi(c(t)))
dt |t=0( ∂

∂xi
)p■

またこれより明らかに次を得る.

Prop 0.6� �
c′(0) =

∑m
i=1

d(xi(c(t)))
dt |t=0( ∂

∂xi
)p

(但し c(0) = pで (U, φ = (x1,…, xm))は pのまわりの局所チャート)� �
次に TpM の接ベクトルの基底間の変換則を求める.

Prop 0.7� �
(U, φ = (x1,…, xm)), (V, ψ = (y1,…, ym)) : pのまわりの局所チャート,
( ∂
∂xi )p =

∑m
j=1

∂(yj◦φ−1)
∂xi (φ(p))( ∂

∂yj )p

� �
proof)

平行移動すればよいだけなのでφ(p) = (0,…, 0)の場合を示せればよい.
ci(t) = φ−1(x1(p),…, xi(p) + t,…, xm(s)) = (0,…, t…, 0)(但し tは i成分)
として c′i(0) = ( ∂

∂xi )pとなる.
Prop 0.6より c′i(0) =

∑m
j=1

d(yj(ci(t)))
dt |t=0( ∂

∂yj )p =
∑m
i=1

∂(yj◦φ−1)
∂xi (φ(p))( ∂

∂yj )p

∴ ( ∂
∂xi )p =

∑m
j=1

∂(yj◦φ−1)
∂xi (φ(p))( ∂

∂yj )p■
以降多様体上の C∞関数全体集合を F(M)とする.

続いて多様体上の方向微分を定義する.
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Def 0.8 方向微分� �
v(= c′(0))∈ TpM,f ∈ F に対し f の v に関する方向微分 vf を次で定
義する.
vf := df(c(t))

dt |t=0� �
Cor 方向微分の well-defined性� �

vf は well-defined� �
proof)
v = c′(0) = c̄′(0) とする.また p のまわりの局所チャート (U, φ = (x1,…
, xm))をとる.
d(f(c(t)))

dt |t=0 = d
dt |t=0(f ◦ φ−1)(φ(c(t)))

= d
dt |t=0(f ◦ φ−1)(x1(c(t)),…, xm(c(t)))

=
∑m
j=1

∂(f◦φ−1)
∂xj (φ(p))d(x

i(c(t)))
dt |t=0

=
∑m
j=1

∂(f◦φ−1)
∂xj (φ(p))d(x

i(c̄(t)))
dt |t=0

= d(f(c̄(t)))
dt |t=0■

次に多様体上の接ベクトル場を定義する.

Def 0.9 接ベクトル場� �
p ∈ M に対し TpM の元 Xpを対応させる対応 X を M 上
の接ベクトル場という.� �

このとき po∈M のまわりの局所チャート (U, φ = (x1,…, xm))に対し、
Xp =

∑m
i=1 Xi(p)( ∂

∂xi )p(p∈ U) (Xi : U →R)と表される.(∵ Prop 06)

Xp =
∑m
i=1 Xi(p)( ∂

∂xi )p = (
∑m
i=1 Xi

∂
∂xi )p

よって X =
∑m
i=1 Xi

∂
∂xiと書き表せる.これをベクトル場 X の U におけ

る局所表現という.

X が poで Cr級であることを各Xiが poで Cr級と定義する.

Xが Cr級接ベクトル場であることをX がM の各点で Cr級である事と定
義する.
以降多様体M 上の C∞級接ベクトル場を X (M)とかく.

また接ベクトル場に関する方向微分を以下で定義
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Def 0.10接ベクトル場に関する方向微分� �
p(∈M)→Xpf によってM 上で定義される関数をXf とかく.� �
このようにおくことによってようやく方向微分の一つの描像を手に入れる

事が出来る. Prop0.6よりXf =
∑m
i=1 Xi ∂f

∂xiであるから
( ∂
∂xi )f =

∑m
j=1 ( ∂

∂xi )j ∂f∂xj = ∂f
∂xi

なんと f を ∂
∂xiに関して方向微分したら f を xiで偏微分したものと一致し

たのだ！驚くべき事に fが多様体上の関数であり方向微分は我々が Euclid空
間で習った偏微分を一般の多様体上に拡張しているものであることがわかる.

0.6 補足2: テンソル
以下の議論では簡単のためVは実数体R上のベクトル空間とするが、一般

の体 Kにおいても以下の事は議論可能.
Def 0.11双対空間� �

V *:= {f : V →R|f :線形写像 }を V の双対空間という.� �
V *上の加法とスカラー倍を次で定義、

f, g∈ V *,α∈Rに対して
(f + g)(x) := f(x) + g(x)(x∈ V )
(α f)(x) :=α f(x)(x∈ V )

V *はこの加法とスカラー倍に関して R上のベクトル空間をなす.
ここで V *の　零元 0V *∈ V *は 0V *(x) := 0R(x∈ V )で定義される写像と
する.

さてここで気になるところは双対空間の基底である.

Def 0.12双対基底� �
(e1,…, en) : V の基底, f1,…, fn : V →Rを次で定義.
f i(ej) :=δi

j(1≦ i, j ≦ n)� �
Cor 0.13双対空間の基底� �

上で定義した (f1,…, fn)は V *の基底である.� �
proof)
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(i)一次独立性∑n
i=1 aif

i = 0とする.
このとき 0 = (

∑n
i=1 aif

i)(ej) =
∑n
i=1 aif

i(ej) =
∑n
i=1 δi

j = aj

(∀ j = 1,…, n)
∴a1 =… = an = 0
(ii)生成性
任意に f∈V ∗をとる。このとき f(ej) =

∑n
i=1 f(ei)δi

j =
∑n
i=1 f(ei)f i(ej)

= (
∑n
i=1 f(ei)f i)(ej) (∀ j = 1,…, n)

∴f =
∑n
i=1 f(ei)f iと表せる.■

また dim(V)=dim(V*)は明らか.

Cor 0.14双対空間の双対空間� �
V が有限次元の場合 V と (V *)*は線形同形である.� �
proof)

x∈ V に対しφ(x) : V *→Rをφ(x)(f) = f(x)(f ∈ V *)と定めるとφは線形
同形写像である.
∵)(i)線形性
∀ f ∈ V *に対しφ(α x+β y)(f) = f(α x+β y) =α f(x)+β f(y) =α
φ(x)(f) +βφ(y)(f) = (αφ(x) +βφ(y))(f)
(α,β∈R, x, y∈ V )
(ii)全単射
φ(x) = 0とする。V の基底 (e1,…, en)をとり x =

∑n
i=1 xieiと表す.

また (e1,…, en)に対する双対基底 (f1,…, fn)をとる.
0 = φ(x)(f j) = f j(x) = f j(

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 xif

j(ei)
=

∑n
i=1 xiδi

j = xj (∀ j = 1,…, n)
∴.
∴ 次元定理より dim((V*)*)=dim(Ker (φ))+dim(Im(φ))=dim(Im(φ))だか
ら Im(φ)=(V*)*■

ここでようやく (r, s)次テンソルの定義に入る.
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Def 0.15 (r, s)次テンソル� �
r, s∈N∪ {0}に対し (r, s)次テンソル空間 T (r,s)(V )を次で定義.
T (r,s)(V ) := {f :V*×…V*× V ×…V →K|f は各成分ごとに線形 }
(V *, V の個数はそれぞれ r, s個)
(r, s)次テンソル空間の元を (r, s)次テンソル
(または反変 r次共変 s次テンソル)という.� �
T (0,0)(V ) := Rと定義する.

ex)T (1,0)(V ) = V *, T (0,1)(V ) = (V *)*= V

T(r,s)(V )における加法とスカラー倍を次で定義する.
f, g∈ T (r,s)(V ),α∈Rに対し
(f+g)(v1,…, vr, w1,…ws) := f(v1,…, vr, w1,…ws)+g(v1,…, vr, w1,…ws)
(α f)(v1,…, vr, w1,…ws) := α f(v1,…, vr, w1,…ws)(vi∈ V ∗, wj∈ V (i =
1,…, r, j = 1,…, s))

T(r,s)(V )はこの加法とスカラー倍に関してR上のベクトル空間をなす (各
自演習).
また多様体の各点に対し (r, s)次テンソルを対応させる写像を (r, s)次テンソル場と
いい T (r,s)とかく.

Def0.16 テンソル積� �
f ∈ T (r,s)(V ), g∈ T (r′,s′)(V )に対し f と gのテンソル積
f ⊗ g :V*×…× V*× V ×…× V → R(V*, V の個数はそれぞれ r +
r′, s+ s′個)を次で定義.
f ⊗ g(v1,…, vr, vr+1,…, vr+r′ , w1,…, ws, ws+1,…, ws+s′)
= f(v1,…, vr, w1,…, ws)g(vr+1,…vr+r′ , ws+1,…ws+s′)

� �
演習問題) (1)f ∈ T (r,s)(V ), g∈ T (r′,s′)(V )⇒ f ⊗ gT (r+r′,s+s′)(V )を示せ

(2)f ⊗ g≠ g ⊗ f となる例を挙げよ.
(3)dim(T (r,s)(V ))=(dimV)r+sを示せ.
(4) T(r,s)(V )の基底が ei1 ⊗…⊗ eir ⊗ f j1 ⊗…⊗ f jr

であることを示せ.(1≦ i1,…, ir, j1,…, js≦m)

ここではテンソルの数学的性質を紹介していまいち具体的なイメージを掴
みづらかったかもしれないが次章で物理側で習うテンソルに今学んだ数学で
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習うテンソルが適用され二つの概念がつながるのではないだろうか.

0.7 補足3: 微分写像
Def0.17微分写像� �

M : m次元多様体, N : n次元多様体, f : M →N : C∞写像, p∈M

次で定義される dfp : TpM → Tf(p)N を f の pにおける微分写像という.
dfp(v) = (f ◦ c)′(0) (v(= c′(0))∈ TpM)� �

Cor 微分写像の well-defined性� �
dfp は well-defined� �
proof) v = c′(0) = c̄′(0)として、pのまわりの局所チャート (U, φ = (x1,…

, xm)), f(p)のまわりの局所チャート (V, ψ = (y1,…, yn))をとる.

(f ◦c)′(0) =
∑n
j=1

dyj((f◦c)(t))(t)
dt |t=0( ∂

∂yj )f(p)

=
∑n
j=1 (

∑m
i=1

∂(yj◦f◦φ−1)
∂xi |φ(p)

dxi(c(t))
dt |t=0)( ∂

∂yj )f(p)

=
∑n
j=1 (

∑m
i=1

∂(yj◦f◦φ−1)
∂xi |φ(p)

dxi(c̄(t))
dt |t=0)( ∂

∂yj )f(p)

= (f ◦ c̄)′(0)■

Cor 微分写像の線形性� �
dfpは線形写像� �

proof)h∈ F(N),α,β∈R, c̄(t) := φ−1(α (φ ◦ c1)(t) +β (φ ◦ c2)(t)),とお
くとc̄′(0) =α c′1(0) +β c′2(0)∈ TpM より
(dfp(α c′1(0) +β c′2(0))(h) = (dfp(c̄′(0))))(h)
= (f ◦ c̄)′(0)(h)
= d(h◦f◦c̄)(t)

dt |t=0

= d(h◦f)(◦c̄(t))
dt |t=0

= (c̄′(0))(hf)
= (α c′1(0) +β c′2(0))(hf)
= (α c′1(0))(hf) + (β c′2(0))(hf)
=α dfp(c′1(0))(h) +β dfp(c′2(0))(h)
(α dfp(c′1(0)) +β dfp(c′2(0))(h)■

今度は微分写像によって異なる多様体間の基底の変換則を考える.これにお
ける解析学で習った Euclid空間上の Jacobi行列を多様体上に拡張したもの
が得られる.
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Cor 多様体間の基底の変換則� �
f : M → N : C∞級, (U, φ = (x1,…, xm)) : pのまわりの局所チャート
, (V, ψ = (y1,…, yn)) : f(p)のまわりの局所チャートとする.
dfp(( ∂

∂xi )p) =
∑n
j=1

∂(yj◦f◦φ−1)
∂xi (φ(p))( ∂

∂yj )f(p)� �
proof)

ci(t) = φ−1(x1(p),…, xi(p) + t,…, xm(p))とすれば c′i(0) = ( ∂
∂xi )p

dfp(( ∂
∂xi )p) = (f ◦ ci)′(0)

=
∑n
j=1

d(yj(f◦ci)(t))
dt |t=0( ∂

∂yj )f(p)

=
∑n
j=1

∂(yj◦f◦φ−1)
∂xi (φ(p))( ∂

∂yj )f(p)■

M 上の C∞級関数 xi : M →Rの微分写像考える.(この xiは局所チャート
の座標関数)すなわち
(dxi)p : TpM → Txi(p)R ∼= R

これが TpM の基底らの双対基底である事を示そう.
Prop0.18� �

((dx1)p,…, (dxm)p)はTpMの基底 (( ∂
∂x1 )p,…( ∂

∂xm )p)の双対基底である
.� �

proof) (dxi)p(( ∂
∂xj )p) = (xi ◦ cj)′(0) =δi

j■

また X*をC∞級コベクトル場という.
Thm0.19� �

dfp =
∑m
i=1

∂(f◦φ−1)
∂xi (φ(p))(dxi)p

� �
proof)

dfp(( ∂
∂xi )p) = (f ◦ ci)′(0)

= (f ◦ φ−1 ◦ φci)′(0)
=

∑m
j=0

∂(f◦φ−1)
∂xj φ(p)

d(xj◦ci)(t)
dt |t=0

=
∑m
j=0

∂(f◦φ−1)
∂xj φ(p)

δk
i

=
∑m
j=0

∂(f◦φ−1)
∂xj φ(p)

(dxj)p(( ∂
∂xi )p)

∴dfp =
∑m
j=1

∂(f◦φ−1)
∂xj (φ(p))(dxj)p■

f : Rm→Rの微分写像 dfpを考えるとこれは大学初年度で習う全微分そのも
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のである.すなわち微分写像とは全微分を一般の多様体の場合に拡張したもの
であるという事が分かる.また全微分は厳密に (TpRm)*の元であることが分
かる.
また同様のことであるが解析学で微少量として扱ってきた dxiは正確には接
空間の双対空間の基底であることがわかる.
さらにRmというベクトル空間に対し明らかにTpMはその双対空間であり、ま
たTpMの双対空間のTp*M := (TpM)*を考えればCor 0.14よりTp*MとRm

は線形同形.よって dxiらはRm上の量であり解析学でならう微少量と整合性
のあるものである.この事実は多様体を介する事に依って得られるものである
.このようにEuclid空間より一般化された多様体を学ぶ事により大学初年度で
習った諸概念に更なる意味付けを与える事ができたり新たな発見もあるので
微分幾何は楽しいものである.

この章の終わりとしてとうとう物理におけるテンソルの定義の与え方が数学
側から導きだすことができる (何故なら一般相対論で考えるのがRiemann多
様体だからということもわかるだろう).

S ∈ T (r,s)に対し
S = Si1,…,ir

j1,…,js
∂

∂xi1 ⊗…⊗ ∂
∂xir ⊗ dxj1 ⊗…⊗ dxjs

=Si1,…,ir
j1,…,js(

∂x′k1

∂xi1
∂

∂x′k1
)⊗…⊗ (∂x

′kr

∂xir

∂
∂x′kr

)⊗ ( ∂x
j1

∂x′l1 dx
′l1)⊗…⊗ ( ∂x

js

∂x′ls dx
′ls)

= ∂x′k1

∂xi1 …∂x′kr

∂xir

∂xj1

∂x′l1… ∂xjs

∂x′ls S
i1,…,ir
j1,…,js(

∂
∂x′k1

)⊗…⊗ ( ∂
∂x′kr

)⊗ (dx′l1)⊗ (dx′ls)

また S=S’k1,…,kr

l1,…,ls
∂

∂x′k1
⊗…⊗ ∂

∂x′kr
⊗ dx′l1 ⊗…⊗ dx′ls

S’k1,…,kr

l1,…,ls = ∂x′k1

∂xi1 …∂x′kr

∂xir

∂xj1

∂x′l1… ∂xjs

∂x′ls S
i1,…,ir
j1,…,js

これは物理の相対論における反変 r階共変 s階テンソルの定義と合致して
いる.
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0.8 補足4: Riemann多様体の基礎
Def0.20 内積� �

V : m次元ベクトル空間, g : V × V →R

gが V における内積であるとは次を満たすときをいう.
(1)gは双一次的.
(2)g(x, y) = g(y, x)(x, y ∈ V ), g(x, x) ≧ 0(x ∈ V )(特に g(x, x) =
0⇔ x = 0)
また ||x|| :=

√
g(x, x)を xの長さという.� �

Def0.21 Riemann計量� �
g : p 7→ gp(p∈M)がMのRiemann計量であるとは gが p∈Mに対し内
積 gpを対応させかつ、∀X,Y ∈X , g(X,Y ) : p 7→ gp(Xp, Yp)∈RはC∞

級である.� �
また gij := g( ∂

∂xi
∂
∂xj )とおく.また本節に登場するが gij := (gij)−1と定義す

る.

明らかに gはM上の (0,2)次対称テンソル場である.(ここでいう (r,s)次テ
ンソル場とは各点に対し (r,s)次テンソルを対応させる写像で対称とは g(X,
Y)=g(Y, X)のことである)

Def0.22 Riemann多様体� �
多様体M とその上のRiemann計量 gのペア
(M, g)をRiemann多様体という.� �
最後にパラコンパクト (X がパラコンパクトであるとは X の任意の開被

覆に対しその細分 {Uλ|λ∈Λ }を適当に作ればX の各点 pに対し {Uλ|λ
∈Λ }の有限個としか交わらないような pの近傍W が存在)な多様体には
Riemann計量が存在する事を事実として補足を終える (Rimann計量の存在
証明については参考文献 [4]を参照されたし).
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本稿の相対論の物理的立場はほぼ [1]に依っている.多様体 (注:Riemann多
様体ではない)の基礎概念は [2],[3],[4]を参考にした.尚多様体を学ぶのに必要
な位相の知識は [2], [4]で間に合う.平行移動の定義と共変微分の厳密な数学
的関係を知りたければ [5]を参照すると良い.3章 (Riemann多様体の基礎概
念及び線形接続、共変微分、Riemann接続)のほとんどは [6]に依る.∇ g=0
であればベクトルのノルムが平行移動不変なことは [7]の証明をほぼ丸写し
してしまっている. [8]は数学書だが 3章で一般相対論を扱うというユニーク
な本であり本稿を書こうという意欲を高めてくれた. [9][10]は平行移動、曲
率テンソルなどの描像解釈のために参考にした. [11][12]はところどころしか
見ていないが多様体が登場する.とくに [12]は物理屋で微分幾何学を理解し
たい方にはとても興味深い内容になっているのではないだろうか?


